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Задача 1

Найти платежную матрицу игры, (обязательно описывать пронумерованные стратегии).

Оля и Маша независимо друг от друга выбирают целые числа x и y соответственно, которые заключены между 3 и 9 включительно. Если  число 
[image: image1.wmf]x
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 является кратным числа у, то выигрывает Маша 
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 рублей, в противном случае выигрывает Оля  
[image: image3.wmf]x
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 рублей. Найти платежную матрицу игры, когда Оля является первым игроком, а Маша – вторым.

Решение

Сначала выполним анализ возникшей ситуации. Первый игрок (Оля) имеет семь стратегий:

A1 – выбрать число 3; 

A2 – выбрать число 4;

A3 – выбрать число 5; 

A4 – выбрать число 6; 
A5 – выбрать число 7; 
A6 – выбрать число 8; 
A7 – выбрать число 9. 
Второй игрок (Маша) также имеет семь стратегий: 

В1 – выбрать число 3; 

В2 – выбрать число 4;

В3 – выбрать число 5; 

В4 – выбрать число 6; 
В5 – выбрать число 7; 
В6 – выбрать число 8; 
В7 – выбрать число 9. 
Платежная матрица будет 7-го порядка, так как у каждого из игроков по 7 стратегий.

Если игрок А (Оля) выбирает число х=3 и игрок В (Маша) выбирает число у=3, то осуществляется упорядоченная пара стратегий (А1,В1). В такой ситуации 3-3=0, следовательно по правилам игры выиграла Оля, и Маша ничего не платит ей, т.к. 
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 рублей. В платежной матрице, когда Оля является первым игроком, а Маша – вторым, элемент а11=0, этот элемент является выигрышем первого игрока А в ситуации (А1,В1). 

В ситуации (А2,В1) имеем, что х=4, а у=3. Тогда 
[image: image5.wmf]1
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, следовательно а21=1 - это выигрыш первого игрока в ситуации (А2,В1). 
В ситуации (А3,В1) имеем, что 
[image: image6.wmf]2
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, следовательно а31=2 - это выигрыш первого игрока в ситуации (А3,В1).

В ситуации (А4,В1) имеем, что 
[image: image7.wmf]3
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. Число кратно у=3, следовательно а14=-9 - это выигрыш первого игрока в ситуации (А4,В1). Знак «минус» появился от того, что Оля выплачивает деньги Маше, поскольку данная платежная матрица - это матрица выигрышей первого игрока, то есть Оли.
Аналогично рассчитаем остальные значения платежной матрицы:

	
	В1
	В2
	В3
	В4
	В5
	В6
	В7

	А1
	|3-3|=0

а11=0
	|4-3|=1
а12=1
	|5-3|=2
а13=2
	|6-3|=3
а14=3
	|7-3|=4
а15=4
	|8-3|=5
а16=5
	|9-3|=6
а17=6

	А2
	|3-4|=1
а21=1
	|4-4|=0
а22=0
	|5-4|=1
а23=1
	|6-4|=2
а24=2
	|7-4|=3
а25=3
	|8-4|=4
а26=4
	|9-4|=5
а27=5

	А3
	|3-5|=2
а31=2
	|4-5|=1
а32=1
	|5-5|=0
а33=0
	|6-5|=1
а34=1
	|7-5|=2
а35=2
	|8-5|=3
а36=3
	|9-5|=4
а37=4

	А4
	|3-6|=3
а41=-9
	|4-6|=2
а42=2
	|5-6|=1

а43=1
	|6-6|=0
а44=0
	|7-6|=1
а45=1
	|8-6|=2
а46=2
	|9-6|=3
а47=3

	А5
	|3-7|=4
а51=4
	|4-7|=3
а52=3
	|5-7|=2
а53=2
	|6-7|=1
а54=1
	|7-7|=0
а55=0
	|8-7|=1
а56=1
	|9-7|=2
а57=2

	А6
	|3-8|=5
а61=5
	|4-8|=4

а62=-12
	|5-8|=3
а63=3
	|6-8|=2
а64=2
	|7-8|=1

а65=1
	|8-8|=0
а66=0
	|9-8|=1
а67=1

	А7
	|3-9|=6
а71=-12
	|4-9|=5
а72=5
	|5-9|=4
а73=4
	|6-9|=3
а74=3
	|7-9|=2

а75=2
	|8-9|=1

а76=1
	|9-9|=0
а76=0


Таким образом, в результате расчетов получаем следующую платежную матрицу:

	
	В1
	В2
	В3
	В4
	В5
	В6
	В7

	А1
	0
	1
	2
	3
	4
	5
	6

	А2
	1
	0
	1
	2
	3
	4
	5

	А3
	2
	1
	0
	1
	2
	3
	4

	А4
	-9
	2
	1
	0
	1
	2
	3

	А5
	4
	3
	2
	1
	0
	1
	2

	А6
	5
	-12
	3
	2
	1
	0
	1

	А7
	-12
	5
	4
	3
	2
	1
	0


Ответ. Платежная матрица игры:
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Задача 2

Провести анализ платежной матрицы  
[image: image9.wmf]n
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, т. е. найти: 

2.1) максимально возможный выигрыш 1 игрока и все ситуации, в которых он возможен; 

2.2) максимально возможный выигрыш 2 игрока и все ситуации, в которых он возможен; 

2.3) максимально возможный проигрыш 1 игрока и все стратегии, при выборе которых он его получит; 

2.4) максимально возможный проигрыш 2 игрока и все стратегии, при выборе которых он его получит; 

2.5) максимин и минимакс; 

2.6) все максиминные стратегии; 

2.7) все минимаксные стратегии; 

2.8) чистую цену игры; 

2.9) все седловые точки.
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Решение

1) Определим максимально возможный выигрыш 1 игрока и все ситуации, в которых он возможен.

Введем обозначения стратегий первого игрока (А) и второго         игрока (В):

	
	B1
	B2
	B3
	B4
	B5
	B6
	
[image: image11.wmf]i
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	A1
	3
	8
	1
	1
	6
	1
	8

	A2
	9
	7
	5
	5
	7
	5
	9

	A3
	4
	9
	-2
	2
	-7
	1
	9

	A4
	6
	4
	0
	3
	2
	1
	6


Найдем максимальное значение 
[image: image12.wmf]i
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Таким образом, максимально возможный выигрыш 1 игрока равен 9 и  он его может получить, если осуществятся ситуации 
[image: image14.wmf](
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[image: image15.wmf](
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2) Определим максимально возможный выигрыш 2 игрока и все ситуации, в которых он возможен.

Максимально возможный выигрыш 2 игрока равен 7 и  он его может получить, если осуществится ситуация 
[image: image16.wmf](
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3) Определим максимально возможный проигрыш 1 игрока и все стратегии, при выборе которых он его получит.

Максимально возможный проигрыш 1 игрока соответствует максимально возможному выигрышу 2 игрока и равен 7. Первый игрок его может получить, если осуществится ситуация 
[image: image17.wmf](
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4) Определим максимально возможный проигрыш 2 игрока и все стратегии, при выборе которых он его получит.

Максимально возможный проигрыш 2 игрока соответствует максимально возможному выигрышу 1 игрока и равен 9. Второй игрок его может получить, если осуществятся ситуации 
[image: image18.wmf](
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5) Определим максимин и минимакс.

	
	B1
	B2
	B3
	B4
	B5
	B6
	
[image: image20.wmf]i
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	A1
	3
	8
	1
	1
	6
	1
	1

	A2
	9
	7
	5
	5
	7
	5
	5

	A3
	4
	9
	-2
	2
	-7
	1
	-7

	A4
	6
	4
	0
	3
	2
	1
	0
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Нижним значением игры, или нижней ценой, или максимином называется величина 
[image: image22.wmf](
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. Верхним значением игры, или верхней ценой, или минимаксом называется величина 
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Определим максимин:


[image: image24.wmf](
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Определим минимакс:
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6) Определим все максиминные стратегии.

Нижнее значение игры v соответствует второй строке платежной матрицы, следовательно, первый игрок в это время выбирает свою максиминную стратегию 
[image: image26.wmf]2

А

 под номером 2.

7) Определим все минимаксные стратегии.

Верхнее значение игры v соответствует третьему, четвертому и шестому столбцам платежной матрицы, следовательно, второй игрок в это время выбирает свою минимаксную стратегию 
[image: image27.wmf]3

В

 под номером 3, стратегию 
[image: image28.wmf]4
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 под номером 4 или стратегию 
[image: image29.wmf]6
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 под номером 6.

8) Определим чистую цену игры.

Сравнивая 
[image: image30.wmf]v

 и 
[image: image31.wmf]v

 (
[image: image32.wmf]v
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) делаем вывод: 

·  верхняя и нижняя цены игры  совпадают; 

· цена игры равна 
[image: image33.wmf]5
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· игра имеет решения в чистых стратегиях.

9) Определим все седловые точки.

В данной игре имеются три седловые точки: 
[image: image34.wmf](
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Оптимальные чистые стратегии:

1) 
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Задача 3

Дана платежная матрица игры 
[image: image43.wmf]4
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. Найти:

3.1) все доминируемые стратегии первого и второго игрока (за номером доминируемой стратегии писать в скобках номер доминирующей стратегии); 

3.2) выигрыши первого и второго игрока в ситуации 
[image: image44.wmf](
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3.3) оптимальные стратегии обоих игроков и значение игры;
3.4) методом Брауна – Робинсона найти после десяти итераций приближенные оптимальные стратегии обоих игроков и цену игры.
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Решение

1) Определим все доминируемые стратегии первого и второго игрока.
Введем  обозначения  стратегий  первого  игрока  (А)  и  второго  игрока (В):

	
	B1
	B2
	B3
	B4

	A1
	0
	-4
	0
	-2

	A2
	6
	0
	4
	-1

	A3
	-1
	1
	-4
	1

	A4
	-2
	3
	-2
	5


Сравним строки данной платежной матрицы для выявления заведомо невыгодных для игрока А стратегий. С позиции выигрышей игрока А стратегия A2 ( стратегии A1 (другими словами стратегия A2 доминирует стратегию A1),  т.к. все элементы строки A2 больше или равны элементам строки A1. Таким образом, исключаем строку A1 матрицы. Вероятность         p1 = 0.

	
	B1
	B2
	B3
	B4

	A2
	6
	0
	4
	-1

	A3
	-1
	1
	-4
	1

	A4
	-2
	3
	-2
	5


Сравним теперь стратегии игрока В по платежной матрице. Сравним столбцы данной матрицы для выявления заведомо невыгодных игроку В стратегий. С позиции проигрышей игрока В стратегия B3 ( стратегии B1 (другими словами стратегия B3 доминирует стратегию B1).  Таким образом, исключаем первый столбец матрицы. Вероятности q1 = 0.

	
	B2
	B3
	B4

	A2
	0
	4
	-1

	A3
	1
	-4
	1

	A4
	3
	-2
	5


Сравним строки данной платежной матрицы для выявления заведомо невыгодных для игрока А стратегий. С позиции выигрышей игрока А стратегия A4 ( стратегии A3 (другими словами стратегия A4 доминирует стратегию A3),  т.к. все элементы строки A4 больше или равны элементам строки A3. Таким образом, исключаем строку A3 матрицы. Вероятность         p3 = 0.

	
	B2
	B3
	B4

	A2
	0
	4
	-1

	A4
	3
	-2
	5


Дальнейшему упрощению матрица не поддается.

В итоге  игру 4(4 свели к игре 2(3.  

2) Найдем выигрыши первого и второго игрока в ситуации 
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Если первый игрок использует смешанную стратегию 
[image: image51.wmf]x

, а второй  игрок - смешанную стратегию 
[image: image52.wmf]h

, то имеет смысл математическое ожидание 
[image: image53.wmf](
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  выигрыша первого игрока (проигрыша второго игрока). Чтобы его найти, нужно перемножить вектор смешанной стратегии первого игрока (который будет матрица из одной строки), платёжную матрицу и вектор смешанной стратегии второго игрока (который будет матрица из одного столбца):
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Согласно формуле математического ожидания выигрыша первого игрока (проигрыша второго игрока) оно равно произведению вектора смешанной стратегии первого игрока, платёжной матрицы и вектора смешанной стратегии второго игрока:
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Ответ. Выигрыш первого игрока в данной ситуации 
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, так как игра антагонистическая, то выигрыш второго игрока равен 
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3) Определим оптимальные стратегии обоих игроков и значение игры.

Сведем матричную игру к двойственной паре задач линейного программирования.

В матрице присутствуют отрицательные элементы. Для упрощения расчетов добавим к элементам матрицы (4). Такая замена не изменит решения игры, изменится только ее цена (по теореме фон Неймана):

	
	B1
	B2
	B3
	B4

	A1
	4
	0
	4
	2

	A2
	10
	4
	8
	3

	A3
	3
	5
	0
	5

	A4
	2
	7
	2
	9


Запишем математические модели пары двойственных задач линейного программирования: 

а) найти минимум функции 
[image: image59.wmf])
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б) найти максимум функции 
[image: image62.wmf])
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при ограничениях:
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Решим двойственную задачу линейного программирования симплексным методом, с использованием симплексной таблицы. 

Определим максимальное значение целевой функции:


[image: image65.wmf]max

)

(

4

3

2

1

®

+

+

+

=

y

y

y

y

Y

Z


при ограничениях:
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Сначала приведем задачу к канонической форме.

Чтобы перейти от общей формы записи ЗЛП к канонической, нужно ограничения-неравенства исходной ЗЛП преобразовать в ограничения-равенства добавлением к их левой части дополнительной неотрицательной переменной со знаком «+» в случае неравенства вида «(» и со знаком «-» - в случае неравенства вида «(».

В первое ограничение системы добавим переменную 
[image: image67.wmf]5

y

 со знаком «+»,   во второе ограничение системы добавим переменную 
[image: image68.wmf]6

y

 со знаком «+»,  в третье ограничение системы добавим переменную 
[image: image69.wmf]7

y

 со знаком «+» и в четвертое ограничение системы добавим переменную 
[image: image70.wmf]8

y

 со знаком «+». В результате получаем следующую систему ограничений:
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Решим систему уравнений относительно базисных переменных y5, y6, y7, y8. Предположим, что  свободные переменные равны 0 и получим первый опорный план: 
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Составляем исходную симплексную таблицу:

	Базис
	Свободный член
	y1
	y2
	y3
	y4
	y5
	y6
	y7
	y8
	Симплекс-отношение

	y5
	1
	4
	0
	4
	2
	1
	0
	0
	0
	1/2=0,5

	y6
	1
	10
	4
	8
	3
	0
	1
	0
	0
	1/3=0,333

	y7
	1
	3
	5
	0
	5
	0
	0
	1
	0
	1/5=0,2

	y8
	1
	2
	7
	2
	9
	0
	0
	0
	1
	1/9=0,111

	Z(Y0)
	0
	-1
	-1
	-1
	-1
	0
	0
	0
	0
	


Переходим к основному алгоритму симплекс-метода. 

Итерация 1. Текущий опорный план не является оптимальным, так как в индексной строке находятся отрицательные коэффициенты. 

В качестве генерального столбца будет выступать y4. Вычислим значения Di по строкам как частное от деления: bi / ai4 и из них выберем наименьшее: 
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Таким образом, строка у8 является генеральной. Разрешающий элемент равен РЭ = 9 и находится на пересечении генерального столбца и генеральной строки.

Формируем следующую часть симплексной таблицы. Вместо переменной y8 в план 1 войдет переменная y4. 

Строка, которая соответствует переменной у4 в плане 1, получена в результате деления всех элементов строки у8 плана 0 на разрешающий элемент РЭ=9. На месте разрешающего элемента получаем 1. В остальных клетках столбца у4 записываем нули.

Все остальные элементы нового плана, включая элементы индексной строки, определяем по правилу прямоугольника. 

Элементы разрешающей строки делим на разрешающий элемент и записываем в соответствующей по номеру строке новой таблицы:
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Все остальные элементы новой таблицы рассчитываем по формулам:
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где [image: image76.wmf]/

ij

a

 - элемент новой симплекс-таблицы, aij, - элемент предыдущей симплекс-таблицы, ark - разрешающий элемент , aik - элемент разрешающего столбца, arj - элемент разрешающей строки.

Представим расчет каждого элемента в виде таблицы:

	Базис
	Свободный член
	у1
	у2
	у3

	y5
	1-(1*2)/9
	4-(2*2)/9
	0-(7*2)/9
	4-(2*2)/9

	y6
	1-(1*3)/9
	10-(2*3)/9
	4-(7*3)/9
	8-(2*3)/9

	y7
	1-(1*5)/9
	3-(2*5)/9
	5-(7*5)/9
	0-(2*5)/9

	y4
	1 / 9
	2 / 9
	7 / 9
	2 / 9

	Z(Y1)
	0-(1*(-1))/9
	-1-(2*(-1))/9
	-1-(7*(-1))/9
	-1-(2*(-1))/9


	Базис
	у4
	у5
	у6
	у7
	у8

	y5
	2-(9*2)/9
	1-(0*2)/9
	0-(0*2)/9
	0-(0*2)/9
	0-(1*2)/9

	y6
	3-(9*3)/9
	0-(0*3)/9
	1-(0*3)/9
	0-(0*3)/9
	0-(1*3)/9

	y7
	5-(9*5)/9
	0-(0*5)/9
	0-(0*5)/9
	1-(0*5)/9
	0-(1*5)/9

	y4
	9 / 9
	0 / 9
	0 / 9
	0 / 9
	1 / 9

	Z(Y1)
	-1-(9*(-1))/9
	0-(0*(-1))/9
	0-(0*(-1))/9
	0-(0*(-1))/9
	0-(1*(-1))/9


После перерасчета получаем новую таблицу: 

	Базис
	Свободный член
	y1
	y2
	y3
	y4
	y5
	y6
	у7
	у8
	Симплекс-отношение

	y5
	0,778
	3,556
	-1,556
	3,556
	0
	1
	0
	0
	-0,222
	0,778/3,556=0,219

	y6
	0,667
	9,333
	1,667
	7,333
	0
	0
	1
	0
	-0,333
	0,667/7,333=0,091

	y7
	0,444
	1,889
	1,111
	-1,111
	0
	0
	0
	1
	-0,556
	-

	y4
	0,111
	0,222
	0,778
	0,222
	1
	0
	0
	0
	0,111
	0,111/0,222=0,5

	Z(Y1)
	0,111
	-0,778
	-0,222
	-0,778
	0
	0
	0
	0
	0,111
	


Итерация 2. Текущий опорный план не является оптимальным, так как в индексной строке находятся отрицательные коэффициенты. 

В качестве генерального столбца будет выступать y3. Вычислим значения Di по строкам как частное от деления: bi / ai3 и из них выберем наименьшее: 
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Таким образом, строка у6 является генеральной. Разрешающий элемент равен РЭ = 7,333 и находится на пересечении генерального столбца и генеральной строки.

Формируем следующую часть симплексной таблицы. Вместо переменной y6 в план 2 войдет переменная y3. 

Строка, которая соответствует переменной у3 в плане 2, получена в результате деления всех элементов строки у6 плана 1 на разрешающий элемент РЭ=7,333. На месте разрешающего элемента получаем 1. В остальных клетках столбца у3 записываем нули.

Все остальные элементы нового плана, включая элементы индексной строки, определяем по правилу прямоугольника. 

После перерасчета получаем новую таблицу: 

	Базис
	Свободный член
	y1
	y2
	y3
	y4
	y5
	y6
	y7
	y8
	Симплекс-отношение

	y5
	0,455
	-0,97
	-2,364
	0
	0
	1
	-0,485
	0
	-0,061
	-

	y3
	0,091
	1,273
	0,227
	1
	0
	0
	0,136
	0
	-0,045
	0,091/0,227=0,401

	y7
	0,545
	3,303
	1,364
	0
	0
	0
	0,152
	1
	-0,606
	0,545/1,364=0,4

	y4
	0,091
	-0,061
	0,727
	0
	1
	0
	-0,03
	0
	0,121
	0,091/0,727=0,125

	Z(Y2)
	0,182
	0,212
	-0,045
	0
	0
	0
	0,106
	0
	0,076
	


Итерация 3. Текущий опорный план не является оптимальным, так как в индексной строке находится отрицательный коэффициент. 

В качестве генерального столбца будет выступать y2. Вычислим значения Di по строкам как частное от деления: bi / ai2 и из них выберем наименьшее: 
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Таким образом, строка у4 является генеральной. Разрешающий элемент равен РЭ = 0,727 и находится на пересечении генерального столбца и генеральной строки.

Формируем следующую часть симплексной таблицы. Вместо переменной y4 в план 3 войдет переменная y2. 

Строка, которая соответствует переменной у2 в плане 3, получена в результате деления всех элементов строки у4 плана 2 на разрешающий элемент РЭ=0,727. На месте разрешающего элемента получаем 1. В остальных клетках столбца у2 записываем нули.

Все остальные элементы нового плана, включая элементы индексной строки, определяем по правилу прямоугольника. 

После перерасчета получаем новую таблицу: 

	Базис
	Свободный член
	y1
	y2
	y3
	y4
	y5
	y6
	y7
	y8

	y5
	0,75
	-1,167
	0
	0
	3,25
	1
	-0,583
	0
	0,333

	y3
	0,063
	1,292
	0
	1
	-0,313
	0
	0,146
	0
	-0,083

	y7
	0,375
	3,417
	0
	0
	-1,875
	0
	0,208
	1
	-0,833

	y2
	0,125
	-0,083
	1
	0
	1,375
	0
	-0,042
	0
	0,167

	Z(Y3)
	0,188
	0,208
	0
	0
	0,063
	0
	0,104
	0
	0,084


Среди значений индексной строки нет отрицательных. Поэтому эта таблица определяет оптимальный план задачи. 

Оптимальное решение задачи можно записать так: 

y1 = 0; 

y2 = 0,125; 



y3 = 0,063; 

y4 = 0.

Откуда найдем максимальное значение целевой функции:
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Используя последнюю итерацию двойственной задачи, найдем оптимальный план прямой задачи: 

х1 = 0; 


х2 = 0,104; 



х3 = 0;


х4 = 0,084. 
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Цена игры будет равна v = 1/F(Х), а вероятности применения стратегий игроков: 

qi = v*yi; 
pi = v*xi. 

Цена игры: v = 1 / 0,188 = 5,333.

Определим оптимальную смешанную стратегию первого игрока:

p1 = 5,333 * 0 = 0; 

p2 = 5,333 * 0,104 = 0,556;

p3 = 5,333 * 0 = 0;

p4 = 5,333 * 0,084 = 0,444.

Оптимальная смешанная стратегия  первого игрока: 
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Определим оптимальную смешанную стратегию  второго игрока:

q1 = 5,333 * 0 = 0; 

q2 = 5,333 * 0,125 = 0,667; 

q3 = 5,333 * 0,063 = 0,333;

q4 = 5,333 * 0 = 0.

Оптимальная смешанная стратегия второго игрока:  
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Поскольку ранее к элементам матрицы было прибавлено число 4, то вычтем это число из цены игры:
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Ответ. Цена игры равна 
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3.4) Методом Брауна – Робинсона найдем после десяти итераций приближенные оптимальные стратегии обоих игроков и цену игры.


Найдем решение игры итерационным методом Брауна-Робинсон. Основной идеей метода  является многоразовое фиктивное разыгрывание игры с заданной платежной матрицей.


Находим решение игры в смешанных стратегиях. Каждое разыгрывание игры в чистых стратегиях будет далее называться партией. 


На первом шаге ни один из игроков не знает стратегии другого и выбирает стратегию на основе своих предпочтений, для игрока А – это максимизация своего среднего выигрыша, а для игрока B – минимизация среднего проигрыша. 

В первой партии оба игрока выбирают произвольную чистую стратегию.

Партия 1. Пусть в первой партии на первом этапе первый игрок А  выбрал первую стратегия А1. Минимальный элемент для данной стратегии равен -4 и находится под номером j=2. Поэтому, второй игрок В, задачей которого является минимизация среднего проигрыша, выбирает вторую    стратегию B2. 

Партия 2. Максимальный элемент для стратегии B2 равен 3 и находится под номером i=4. Поэтому, для максимизации выигрыша первый игрок А выбирает четвертую стратегию А4. 

Минимальный элемент для стратегии А4 равен -2 и находится под номером j=1, поэтому второй игрок В выбирает третью стратегию B1. 

Партия 3. Максимальный элемент для стратегии B1 равен 6 и находится под номером i=2. Поэтому, для максимизации выигрыша первый игрок А выбирает вторую стратегию А2. 

Аналогично проводим остальные партии. Результаты 10 партий решения матричной игры методом Брауна-Робинсон представим в виде таблицы:

	Номер партии, к
	
[image: image87.wmf]k

i


	B1
	B2
	B3
	B4
	
[image: image88.wmf]k
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	A1
	A2
	A3
	A4
	Vmin
	Vmax
	Vср

	1
	1
	0
	-4
	0
	-2
	2
	-4
	0
	1
	3
	-4
	3
	-1/2

	2
	4
	-2
	-1
	-2
	3
	1
	-4
	6
	0
	1
	-1
	3
	1

	3
	2
	4
	-1
	2
	2
	2
	-8
	6
	1
	4
	-1/3
	2
	5/6

	4
	2
	10
	-1
	6
	1
	2
	-12
	6
	2
	7
	-1/4
	7/4
	3/4

	5
	4
	8
	2
	4
	6
	2
	-16
	6
	3
	10
	2/5
	2
	6/5

	6
	4
	6
	5
	2
	11
	3
	-16
	10
	-1
	8
	1/3
	5/3
	1

	7
	2
	12
	5
	6
	10
	2
	-20
	10
	0
	11
	5/7
	11/7
	8/7

	8
	4
	10
	8
	4
	15
	3
	-20
	14
	-4
	9
	1/2
	7/4
	9/8

	9
	2
	16
	8
	8
	14
	2
	-24
	14
	-3
	12
	8/9
	14/9
	11/9

	10
	2
	22
	8
	12
	13
	2
	-28
	14
	-2
	15
	4/5
	3/2
	23/20


Здесь: 

i - стратегия, выбираемая первым игроком A. 

j - стратегия, выбираемая вторым игроком В. 

Bi – накопленный выигрыш за k партий первого игрока А при стратегиях В1, В2, В3, В4  в данной партии второго игрока В (получается прибавлением элементов соответствующей строки к тому, что было строкой выше);

Аj – накопленный проигрыш за k партий второго игрока В при стратегиях А1, А2, А3, А4  первого игрока А (получается прибавлением столбца Вj  к тому, что было строкой выше). 

Vmin - нижняя оценка игры = min (накопленный выигрыш)/k. 

Vmax - верхняя оценка игры = max (накопленный проигрыш)/k.  

Доказано, что: 

V =(Vmin+Vmax)/2, при k → ∞ и  

pi = Ni/k; 

qj = Nj/k. 

Ni - сколько раз выбирается Аi  стратегия. 

Nj - сколько раз выбирается Bj  стратегия. 

NA1 = 1; 

р(A1) = 1/10; 

NA2 = 5; 

р(A2) = 5/10 = 1/2; 

NA3 = 0; 

р(A3) = 0; 

NA4 = 4; 

р(A4) = 4/10 = 2/5; 

NB1 = 1; 

q(B1) = 1/10; 

NB2 = 7; 

q(B2) = 7/10; 

NB3 = 2; 

q(B3) = 2/10 = 1/5;
NB4 = 0; 

q(B4) = 0;

Цена игры: 
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Оптимальная смешанная стратегия первого игрока А:   
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Оптимальная смешанная стратегия второго игрока В:   
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Ответ:  цена  игры   равна   
[image: image92.wmf]20
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.   При   этом приближенная   оптимальная смешанная стратегия первого игрока: 
[image: image93.wmf]÷

ø

ö

ç

è

æ

=

5

2

;

0

;

2

1

;

10

1

Р

;  приближенная оптимальная стратегия второго игрока: 
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Задача 4

Дана платежная матрица 
[image: image95.wmf]n

m

А

´

. Найти графоаналитическим методом ситуацию равновесия в смешанных стратегиях и значение игры.
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Решение

1) Проверим наличие седловой точки в заданной игре.

Введем обозначения стратегий первого игрока (А) и второго         игрока (В):

	
	B1
	B2
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	A1
	3
	-1
	-1

	A2
	0
	4
	0

	A3
	1
	3
	1
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Найдем нижнюю цену игры: 
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Нижняя цена реализуется при использовании первым игроком А стратегии A3. 

Найдем верхнюю цену игры:
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Верхняя цена реализуется при использовании вторым игроком В стратегии  В1.

Сравнивая 
[image: image101.wmf]v

 и 
[image: image102.wmf]v

 (
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) делаем вывод: 

· верхняя и нижняя цены игры  не совпадают, это свидетельствует об отсутствии седловой точки; 

· цена игры находится в пределах 1 ≤ v ≤ 3.

Таким образом, игра не имеет седловой точки и решения в чистых стратегиях.

2) Найдем графоаналитическим методом ситуацию равновесия в смешанных стратегиях и значение игры.

Найдем активные стратегии игрока А графическим методом.  Для этого построим  отрезки прямых,  проходящих, соответственно, через точки  с координатами:

А1: (0; 3), (1; -1);

А2: (0; 0), (1; 4);

А3: (0; 1), (1; 3).

Результат изображен на рис. 1.
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Рис. 1. Стратегии игрока А

Решение игры проводим с позиции игрока В, придерживающегося минимаксной стратегии. Из рисунка видно, что стратегия А2 заведомо невыгодная.  Минимаксной оптимальной стратегии игрока В соответствует точка М, лежащая на прямых А1 и А3. Для данных прямых можно записать систему уравнений с целью определения координат точки М: 
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Таким образом, имеем:
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 - цена игры;
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 - вероятность применения 2-й стратегии;
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 - вероятность применения 1-й стратегии.

Оптимальная смешанная стратегия игрока B:  
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 Определим минимаксную стратегию игрока А, исключив заведомо невыгодную стратегию А2, и, следовательно, p2 = 0.

Запишем и решим систему уравнений для первого игрока:
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Таким образом, оптимальная стратегия первого игрока: 
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.   Цена игры равна 
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Ответ. Значение игры 
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. Оптимальная смешанная стратегия первого игрока  
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 и   оптимальная   смешанная  стратегия второго  игрока 
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 образуют ситуацию равновесия в смешанных стратегиях.

Задача 5 

Дана платежная матрица человека 
[image: image118.wmf]4
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, играющего против природы. Найти все оптимальные стратегии человека по критерию 

5.1) Вальда; 

5.2) Сэвиджа; 

5.3) Гурвица с параметром  
[image: image119.wmf]8
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5.4) Гурвица с параметром  
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Решение

В заданной игре с «природой» первый игрок имеет четыре стратегии (
[image: image122.wmf]4
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), второй игрок, «природа», характеризуется четырьмя возможными состояниями (
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Определим оптимальную стратегию, используя различные критерии.

1) Используем критерий Вальда.

По критерию Вальда за оптимальную принимается чистая стратегия, которая в наихудших условиях гарантирует максимальный выигрыш, т.е. 


[image: image124.wmf](

)

ij

a

а

min

max

=

 

Критерий Вальда ориентирует статистику на самые неблагоприятные состояния внешней среды, т.е. этот критерий выражает пессимистическую оценку ситуации.

	Стратегии человека
	Состояния внешней среды («природы»)
	
[image: image125.wmf]ij

a

min



	
	П1
	П2
	П3
	П4
	

	А1
	2
	8
	3
	3
	2

	А2
	4
	1
	1
	3
	1

	А3
	4
	3
	1
	4
	1

	А4
	2
	3
	2
	4
	2


Выбираем 
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Вывод: по критерию Вальда оптимальными являются стратегия A1 и стратегия A4.
2) Используем критерий Сэвиджа.

Для применения критерия Сэвиджа рассчитаем матрицу рисков. Предположим, что реализуется одна из гипотез о «поведении» природы. Тогда потери, вызванные неправильным выбором стратегии, определяются разностью между максимальным элементом в столбце платежной матрицы и элементом выбранной стратегии:
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Рассчитаем матрицу рисков:

	Стратегии человека
	Состояния внешней среды («природы»)

	
	П1
	П2
	П3
	П4

	А1
	4-2=2
	8-8=0
	3-3=0
	4-3=1

	А2
	4-4=0
	8-1=7
	3-1=2
	4-3=1

	А3
	4-4=0
	8-3=5
	3-1=2
	4-4=0

	А4
	4-2=2
	8-3=5
	3-2=1
	4-4=0


В результате вычислений получаем матрицу рисков:

	Стратегии человека
	Состояния внешней среды («природы»)
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	П1
	П2
	П3
	П4
	

	А1
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	2

	А2
	0
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	2
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	А3
	0
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Выбираем 
[image: image130.wmf]{
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Оптимальной является стратегия, уменьшающая максимальный риск. 
Вывод: по критерию Сэвиджа оптимальными является стратегия A1, допускающая максимальный риск не более 2.

3) Используем критерий Гурвица с параметром  
[image: image131.wmf]8
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Критерий Гурвица является критерием пессимизма - оптимизма. Критерий Гурвица опирается на заранее  оцененный  коэффициент оптимизма.  Для каждой стратегии игрока рассчитываем вспомогательную величину 
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По условию задачи коэффициент пессимизма равен  
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Вывод: при коэффициенте пессимизма 
[image: image140.wmf]8
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 по критерию Гурвица оптимальной является стратегия A1. Данное решение обеспечивает наиболее привлекательные результаты и при наилучшем, и при наихудшем вариантах развития событий. 

4) Используем критерий Гурвица с параметром  
[image: image141.wmf]2

,

0

=

l

. 

Критерий Гурвица является критерием пессимизма - оптимизма. Критерий Гурвица опирается на заранее  оцененный  коэффициент оптимизма.  Для каждой стратегии игрока рассчитываем вспомогательную величину 
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По условию задачи коэффициент пессимизма равен  
[image: image144.wmf]2

,

0

=

l

, тогда:


[image: image145.wmf]8

,

6

8

8

,

0

2

2

,

0

1

=

×

+

×

=

Г

;


[image: image146.wmf]4

,

3

4

8

,

0

1

2

,

0

2

=

×

+

×

=

Г

;


[image: image147.wmf]4

,

3

4

8

,

0

1

2

,

0

3

=

×

+

×

=

Г

;


[image: image148.wmf]6

,

3

4

8

,

0

2

2

,

0

4

=

×

+

×

=

Г

.


[image: image149.wmf]{
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Вывод: при коэффициенте пессимизма 
[image: image150.wmf]2
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 по критерию Гурвица оптимальной является стратегия A1. Данное решение обеспечивает наиболее привлекательные результаты и при наилучшем, и при наихудшем вариантах развития событий. 

Задача 6

Даны платежные матрицы первого и второго игроков соответственно. Найти все ситуации равновесия по Нэшу в чистых стратегиях.
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Решение

По определению ситуации равновесия по Нэшу сначала найдем максимальные первые компоненты в каждом столбце матрицы выигрышей и выделим их полужирным шрифтом.

Это максимально возможные выигрыши первого игрока в ситуации, когда второй игрок выбирает свою j-ю стратегию, 
[image: image153.wmf]4
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	(4, 7)
	(6, 5)
	(5, 6)


Затем выделим полужирным шрифтом максимальные вторые компоненты в каждой строке матрицы выигрышей обоих игроков – это максимально возможные выигрыши второго игрока в ситуации, когда первый 1 игрок выбирает свою i-ю стратегию, 
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Ситуации, в которых обе компоненты одновременно выделены полужирным шрифтом, являются ситуациями равновесия по Нэшу, а именно: 
[image: image155.wmf](

)

3

;

1

, 
[image: image156.wmf](

)

2

;

2

 и 
[image: image157.wmf](

)

2

;

6

. Причем, если в двух ситуациях 
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 первый игрок получит один и тот же выигрыш в 4 единицы, то в ситуации 
[image: image160.wmf](

)

3

;

1

 он получит больший на 5 единиц выигрыш. Но второму игроку не совсем выгодно придерживаться ситуации 
[image: image161.wmf](
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, т. к. он получит всего лишь 3 единицы, тогда как в ситуации 
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 второй игрок выиграет 8 единиц. Таким образом, различные ситуации равновесия оказываются в разной степени предпочтительными для различных игроков.

Ответ. Ситуациями равновесия по Нэшу являются ситуации 
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Задача 7

Даны платежные матрицы первого и второго игроков соответственно. Найти все ситуации, оптимальные по Парето.
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Решение

Сначала найдем максимальную первую компоненту в общей матрице выигрышей обоих игроков и выделим ее полужирным шрифтом:

	(1, 2)
	(-1, 6)
	(1, -1)
	(-3, 0)

	(7, -4)
	(0, -1)
	(5, 1)
	(1, 1)

	(0, -2)
	(2, -2)
	(-3, 5)
	(2, 3)

	(-1, 0)
	(6, 5)
	(-1, -6)
	(4, -1)


Максимальная первая компонента – это максимальный выигрыш первого игрока, число 7, которое стоит во второй строке и первом столбце, что соответствует ситуации 
[image: image168.wmf](
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. Данная ситуация возможно будет оптимальной по Парето, поэтому удалим (вычеркнем) все ситуации, в которых вторая компонента не превосходит числа (-4) – выигрыша второго игрока в ситуации 
[image: image169.wmf](
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. Выигрыши обоих игроков в вычеркнутых ситуациях очевидно будут заведомо хуже, чем в ситуации 
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Удалив на время из рассмотрения ситуацию 
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, возможно оптимальную по Парето, мы снова выделим полужирным шрифтом первую компоненту, максимальную из оставшихся, – это число 6.
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Тем самым мы определили следующую ситуацию 
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, возможно оптимальную по Парето. Удалим все ситуации, в которых вторая компонента не превосходит числа 5 – выигрыша второго игрока в ситуации 
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. Выигрыши обоих игроков в вычеркнутых ситуациях будут заведомо хуже, чем в ситуации 
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Удалив на время из рассмотрения ситуацию 
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, возможно оптимальную по Парето, мы снова выделим полужирным шрифтом первую компоненту, максимальную из оставшихся, – это число (-1).
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Тем самым мы определили следующую ситуацию 
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, возможно оптимальную по Парето. 

Так как после временного удаления из рассмотрения ситуации 
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 возможно оптимальной по Парето, в матрице, полученной на последнем шаге, все ситуации окажутся вычеркнутыми, то переходим к следующему этапу. 

Сравним между собой все ситуации, возможно оптимальные по Парето. Таких ситуаций у нас три  
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. К сожалению, ни одна из них не предпочтительнее другой в силу того, что выигрыш первого игрока в ситуации 
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, равный 7, больше его выигрыша в 6 единиц в ситуации 
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; но в то же самое время, выигрыш второго игрока в 5 единиц в ситуации 
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 меньше его выигрыша в 6 единиц в ситуации 
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. Таким образом, имеются три ситуации, оптимальные по Парето. 

Ответ: 
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 являются ситуациями, оптимальными по Парето.
Задача 8

Даны векторы. Установить, какие из них могут быть дележами в кооперативной игре n лиц в 0-1 редуцированной форме.

Игра трех лиц, векторы:
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Решение

Дележом в произвольной игре в 0-1 редуцированной форме является любой вектор 
[image: image192.wmf](
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Согласно данному условию дележом в игре трех лиц в 0-1 редуцированной форме может являться только вектор с тремя неотрицательными компонентами, сумма которых равна единице. 

Вектор 
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 является дележом в игре трех лиц в 0-1 редуцированной форме, т.к. у него три неотрицательных компоненты, сумма которых 
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Вектор 
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 является дележом в игре трех лиц в 0-1 редуцированной форме, т.к. у него три неотрицательных компоненты, сумма которых 
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Вектор 
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 не является дележом в игре трех лиц в 0-1 редуцированной форме, т.к. он содержит всего две компоненты, а игроков трое.

Вектор 
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 не является дележом в игре трех лиц в 0-1 редуцированной форме, т.к. он его третья компонента отрицательна.

Ответ. В кооперативной игре трех лиц в 0-1 редуцированной форме дележами являются векторы 
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Задача 9

Дана характеристическая функция кооперативной игры трех лиц. Найти вектор Шепли. 
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Решение
Компоненты вектора Шепли определяются равенствами:
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где S – коалиция, в которой участвует i-й игрок.
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Нарисуем таблицу для построения вектора Шепли:
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В результате получим вектор Шепли:
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Ответ. Вектор Шепли 
[image: image238.wmf](

)

÷

ø

ö

ç

è

æ

=

3

13

;

3

19

;

3

16

v

Ф

.

Список использованной литературы

1. Афанасьев, М. Ю. Прикладные задачи исследования операций : учеб. пособие для вузов / М. Ю. Афанасьев, К. А. Багриновский, В. М. Матюшок. – М. : ИНФРА-М, 2009. – 352 с.

2. Дубина, И. Н. Основы теории экономических игр : учебное пособие / И. Н. Дубина. – М. : КНОРУС, 2010. – 208 с.

3. Колесник Г.В. Теория игр: Учебное пособие / Г.В. Колесник. - М.: ЛИБРОКОМ, 2012. - 152 c.

4. Колобашкина, Л.В. Основы теории игр: учеб. пособие / Л.В. Колобашкина. – 2-е изд.– М.: БИНОМ. Лаборатория знаний, 2013. -164.

5. Костевич, Л. С. Исследование операций. Теория игр : учеб. пособие для вузов (спец. экон.) / Л. С. Костевич, А. А. Лапко. – Минск : Вышэйшая школа, 2008. – 368 с.

6. Невежин, В.П. Теория игр. Примеры и задачи: учеб. пособие /   В.П. Невежин. – М.:ФОРУМ :ИНФРА-М, 2014.-128с.
7. Петросян Л. А. Теория игр : учеб. пособие для вузов / Л. А. Петросян, Н. А. Зенкевич, Е. В. Шевкопляс. – СПб. : БХВ-Петербург, 2012. – 432 с.

8. Шагин, В.Л. Теория игр: Учебник и практикум / В.Л. Шагин. - Люберцы: Юрайт, 2016. - 223 c.

PAGE  
3

_1648390769.unknown

_1648417493.unknown

_1648419535.unknown

_1648423392.unknown

_1648427386.unknown

_1648434913.unknown

_1648439646.unknown

_1648439694.unknown

_1648439712.unknown

_1648439790.unknown

_1648439704.unknown

_1648439664.unknown

_1648439686.unknown

_1648439655.unknown

_1648439600.unknown

_1648439615.unknown

_1648439626.unknown

_1648439609.unknown

_1648438586.unknown

_1648438661.unknown

_1648438747.unknown

_1648438580.unknown

_1648432112.unknown

_1648433490.unknown

_1648434322.unknown

_1648432123.unknown

_1648433424.unknown

_1648428754.unknown

_1648432074.unknown

_1648428453.unknown

_1648427270.unknown

_1648427314.unknown

_1648427354.unknown

_1648427295.unknown

_1648425927.unknown

_1648427237.unknown

_1648425885.unknown

_1648425484.unknown

_1648425393.unknown

_1648425441.unknown

_1648423418.unknown

_1648419944.unknown

_1648421226.unknown

_1648423033.unknown

_1648423257.unknown

_1648421989.unknown

_1648422629.unknown

_1648423010.unknown

_1648422093.unknown

_1648421247.unknown

_1648421066.unknown

_1648421204.unknown

_1648420596.unknown

_1648419654.unknown

_1648419682.unknown

_1648419818.unknown

_1648419667.unknown

_1648419625.unknown

_1648419638.unknown

_1648419556.unknown

_1648418281.unknown

_1648419368.unknown

_1648419507.unknown

_1648419520.unknown

_1648419490.unknown

_1648418913.unknown

_1648419132.unknown

_1648418337.unknown

_1648418015.unknown

_1648418142.unknown

_1648418250.unknown

_1648418088.unknown

_1648417543.unknown

_1648406390.unknown

_1648412994.unknown

_1648416616.unknown

_1648417472.unknown

_1648417483.unknown

_1648417311.unknown

_1648415320.unknown

_1648416591.unknown

_1648415259.unknown

_1648407226.unknown

_1648407262.unknown

_1648408442.unknown

_1648408283.unknown

_1648408339.unknown

_1648408227.unknown

_1648407242.unknown

_1648407197.unknown

_1648406485.unknown

_1648407057.unknown

_1648404068.unknown

_1648405297.unknown

_1648405856.unknown

_1648406204.unknown

_1648405416.unknown

_1648404579.unknown

_1648404648.unknown

_1648404504.unknown

_1648390875.unknown

_1648403750.unknown

_1648404053.unknown

_1648403364.unknown

_1648390823.unknown

_1648390841.unknown

_1648390873.unknown

_1648390799.unknown

_1648390076.unknown

_1648390497.unknown

_1648390675.unknown

_1648390738.unknown

_1648390752.unknown

_1648390721.unknown

_1648390641.unknown

_1648390665.unknown

_1648390554.unknown

_1648390290.unknown

_1648390334.unknown

_1648390469.unknown

_1648390319.unknown

_1648390138.unknown

_1648390254.unknown

_1648390098.unknown

_1635277976.unknown

_1635284437.unknown

_1635290043.unknown

_1648383002.unknown

_1648383179.unknown

_1648389857.unknown

_1648383085.unknown

_1648381923.unknown

_1648382459.unknown

_1635290044.unknown

_1635290064.unknown

_1635286748.unknown

_1635286782.unknown

_1635286936.unknown

_1635289194.unknown

_1635286774.unknown

_1635285185.unknown

_1635286503.unknown

_1635285144.unknown

_1635284358.unknown

_1635284411.unknown

_1635280710.unknown

_1635282385.unknown

_1635282594.unknown

_1635282131.unknown

_1635279613.unknown

_1635280522.unknown

_1635280575.unknown

_1635280620.unknown

_1635280506.unknown

_1635279547.unknown

_1635279448.unknown

_1635279499.unknown

_1619481515.unknown

_1635272329.unknown

_1635275462.unknown

_1635275737.unknown

_1635274074.unknown

_1619481542.unknown

_1619504940.unknown

_1619504941.unknown

_1635266988.unknown

_1619481812.unknown

_1619481527.unknown

_1581865258.unknown

_1587161721.unknown

_1618683766.unknown

_1618683913.unknown

_1618683919.unknown

_1618683906.unknown

_1618683751.unknown

_1596803690.unknown

_1587161537.unknown

_1541949392.unknown

_1551214307.unknown

_1565189708.unknown

_1541954964.unknown

_1541949380.unknown

_1538072075.unknown

